
Πράξεις - ∆ιάταξη πραγµατικών αριθµών

∆ίνεται η παράσταση

A =
[

(x2y3)−2
· (xy3)4

]

:

(

x3

y−1

)

−3

.

(α) Να δειχθεί ότι A = x9 · y9.

(ϐ) Να ϐρεθεί η τιµή της παράστασης για x = 2013 και y =
1

2013
.

΄Ασκηση 1.

Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

A =
[

(x2y3)−2
· (xy3)4

]

:

(

x3

y−1

)

−3

=

[

1

(x2y3)2
· (xy3)4

]

:

(

y−1

x3

)3

=
x4y12

x4y6
:

1

y3x9

= y6 :
1

y3x9

= y6 ·
(

y3x9
)

= x9
· y9.

(ϐ) Για x = 2013 και y =
1

2013
έχουµε ότι

A = 20139 ·

(

1

2013

)9

= 20139 ·
1

20139
= 1.

(α) Να δειχθεί ότι α2 − (α− 1) (α+ 1) = 1.

(ϐ) Να υπολογιστεί η τιµή της παράστασης (1, 3265)2 − 0, 3265 · 2, 3265.

΄Ασκηση 2.



Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

α2
− (α− 1) (α + 1) = α2

−
(

α2
− 1

)

= α2
− α2 + 1

= 1.

(ϐ) Για α = 1, 3265, έχουµε ότι

1, 32652 − (1, 3265− 1) (1, 3265 + 1) = 1

⇔ (1, 3265)2 − 0, 3265 · 2, 3265 = 1.

Να δειχθεί ότι η διαφορά των τετραγώνων δύο διαδοχικών ϕυσικών αριθµών (του

µικρότερου από του µεγαλύτερου) ισούται µε το άθροισµά τους.

΄Ασκηση 3.

Λύση. ΄Εστω ν, ν + 1 δύο διαδοχικοί ϕυσικοί αριθµοί. Θα δείξουµε ότι

(ν + 1)2 − ν2 = ν + (ν − 1).

΄Εχουµε ότι

(ν + 1)2 − ν2 = ν + (ν − 1)

⇔ ν2 + 2ν + 1− ν2 = ν + ν − 1

⇔ 2ν + 1 = 2ν + 1, που ισχύει.

Να απλοποιηθούν οι παρακάτω παραστάσεις :

(α) A =
α3 − 2α2 + α

α2 − α

(ϐ) B =
(α2 − α) + 2α− 2

α2 − 1

΄Ασκηση 4.



Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

A =
α3 − 2α2 + α

α2 − α
=

α(α2 − 2α + 1)

α(α− 1)

=
α2 − 2α + 1

α− 1
=

(α− 1)2

α− 1

= α− 1.

(ϐ) ΄Εχουµε ότι

B =
(α2 − α) + 2α− 2

α2 − 1
=

α(α− 1) + 2 (α− 1)

(α− 1)(α+ 1)

=
(α− 1) (α + 2)

(α− 1)(α + 1)
=

α + 2

α + 1
.

Να δειχθεί ότι
(

x3 + y3

x2 − y2

)

:

(

x2

x− y
− y

)

= 1

΄Ασκηση 5.

Λύση. ΄Εχουµε ότι
(

x3 + y3

x2 − y2

)

:

(

x2

x− y
− y

)

=

[

(x+ y)(x2 − xy + y2)

(x− y)(x+ y)

]

:

(

x2 − y(x− y)

x− y

)

=

(

x2 − xy + y2

x− y

)

:

(

x2 − yx+ y2

x− y

)

=
x2 − xy + y2

x− y
·

x− y

x2 − yx+ y2
= 1.

Να αποδειχθούν τα παρακάτω:

(α) Για κάθε α, β ∈ R ισχύει ότι α2 + β2 ≥ 2αβ.

(ϐ) Για κάθε α > 0, ισχύει ότι α+
1

α
≥ 2.

(γ) Για κάθε α < 0, ισχύει ότι α+
1

α
≤ −2.

(δ) Αν α, β οµόσηµοι, τότε α < β ⇔
1

α
>

1

β
.

΄Ασκηση 6.



Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

α2 + β2
≥ 2αβ

⇔ α2 + β2
− 2αβ ≥ 0

⇔ (α− β)2 ≥ 0, που ισχύει.

(ϐ) ΄Εχουµε ότι

α +
1

α
≥ 2

⇔
α2 + 1

α
≥ 2

⇔ α2 + 1 ≥ 2α (αφού α > 0)

⇔ (α− 1)2 ≥ 0, που ισχύει.

(γ) ΄Εχουµε ότι

α +
1

α
≤ −2

⇔
α2 + 1

α
≤ −2

⇔ α2 + 1 ≥ −2α (αφού α < 0)

⇔ (α + 1)2 ≥ 0, που ισχύει.

(δ) Ευθύ. Υποθέτουµε ότι α < β και ϑα αποδείξουµε ότι
1

α
>

1

β
. Αφού οι α, β είναι

οµόσηµοι, έχουµε ότι αβ > 0. ∆ιαιρώντας λοιπόν το κάθε µέλος της α < β µε αβ, έχουµε

ότι

α < β ⇒
α

αβ
<

β

αβ
⇒

1

α
>

1

β
,

που είναι το Ϲητούµενο.

Αντίστροφο. Υποθέτουµε τώρα ότι
1

α
>

1

β
και ϑα δείξουµε ότι α < β. Αφού αβ > 0,

πολλαπλασιάζουµε το κάθε µέλος της
1

α
>

1

β
µε αβ χωρίς να αλλάξει η ϕορά, κι έτσι

έχουµε ότι
1

α
>

1

β
⇒

1

α
· αβ >

1

β
· αβ ⇒ α < β,

που είναι το Ϲητούµενο.

Να δειχθεί ότι για κάθε α, β ∈ R ισχύει

α2 + αβ + β2
≥ 0.

΄Ασκηση 7.



Λύση. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :

� Αν αβ ≥ 0, τότε α2 + αβ + β2 ≥ 0 ως άθροισµα µη αρνητικών αριθµών.

� Αν αβ < 0, τότε

α2 + αβ + β2
≥ 0

⇔ α2 + 2αβ + β2
− αβ ≥ 0

⇔ (α + β)2 + (−αβ) ≥ 0,

που ισχύει, ως άθροισµα µη αρνητικών αριθµών (αβ < 0 ⇒ −αβ > 0).

Αν α > 1 > β, να δειχθεί ότι

α+ β > 1 + αβ.

΄Ασκηση 8.

Λύση. ΄Εχουµε ότι

α+ β > 1 + αβ

⇔ α+ β − 1− αβ > 0

⇔ (α− 1) + β(1− α) > 0

⇔ (α− 1)− β(α− 1) > 0

⇔ (α− 1)(1− β) > 0,

που ισχύει διότι από υπόθεση

� α > 1 ⇒ (α− 1) > 0 και

� 1 > β ⇒ (1− β) > 0.

Αν 0 < x < y, να δειχθεί ότι

x5 + 6x− 2

x
<

y5 + 6y − 2

y
.

΄Ασκηση 9.



Λύση. ΄Εχουµε ότι

x5 + 6x− 2

x
<

y5 + 6y − 2

y

⇔
x5

x
+

6x

x
−

2

x
<

y5

y
+

6y

y
−

2

y

⇔ x4 + 6−
2

x
< y4 + 6−

2

y

⇔ x4
−

2

x
< y4 −

2

y
.

΄Αρα, αρκεί να δείξουµε ότι η σχέση x4−
2

x
< y4−

2

y
ισχύει. Πράγµατι, αφού x, y > 0 και

x < y, από γνωστές ιδιότητες προκύπτει ότι

x4 < y4

και
1

x
>

1

y
⇒ −

2

x
< −

2

y
.

Προσθέτοντας κατα µέλη τα δύο προηγούµενα, προκύπτει ότι

x4
−

2

x
< y4 −

2

y
,

που είναι το Ϲητούµενο.

Να ϐρεθούν οι αριθµοί α, β για τους οποίους ισχύει ότι

α2 + β2 + 2α + 4β + 5 = 0.

΄Ασκηση 10.

Λύση. Σε αυτές τις περιπτώσεις προσπαθούµε να δηµιουργήσουµε ταυτότητες ώστε

να χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα

x2ν + y2ν = 0 ⇔ x = y = 0.

΄Εχουµε ότι

α2 + β2 + 2α+ 4β + 5 = 0

⇔ α2 + 2α + 1 + β2 + 4β + 4 = 0

⇔ (α + 1)2 + (β + 2)2 = 0

⇔ α = −1 και β = −2.



Αν 2, 5 < x < 3, 7 και 1, 3 < y < 2, 7, να ϐρείτε µεταξύ ποιων αριθµών ϐρίσκεται

η τιµή κάθε µιας από τις παρακάτω παραστάσεις :

(α) x+ y

(ϐ) x− y

(γ)
x

y

(δ) x2 + y2

΄Ασκηση 11.

Λύση. (α) Προσθέτοντας κατά µέλη τις δοσµένες σχέσεις, προκύπτει ότι
{

2, 5 < x < 3, 7
1, 3 < y < 2, 7

}

(+)
⇒ 2, 5 + 1, 3 < x+ y < 3, 7 + 2, 7

⇔ 3, 8 < x+ y < 6, 4.

(ϐ) ΄Εχουµε ότι
{

2, 5 < x < 3, 7
1, 3 < y < 2, 7

}

⇔

{

2, 5 < x < 3, 7
−1, 3 > −y > −2, 7

}

⇔

{

2, 5 < x < 3, 7
−2, 7 < −y < −1, 3

}

(+)
⇒ 2, 5− 2, 7 < x− y < 3, 7− 1, 3

⇒ −0, 2 < x− y < 2, 4.

(γ) ΄Εχουµε ότι

{

2, 5 < x < 3, 7
1, 3 < y < 2, 7

}

⇔







2, 5 < x < 3, 7
1

1, 3
>

1

y
>

1

2, 7







⇔







2, 5 < x < 3, 7
1

2, 7
<

1

y
<

1

1, 3







(·)
⇒

2, 5

2, 7
<

x

y
<

3, 7

1, 3
.

(δ) ΄Εχουµε ότι
{

2, 5 < x < 3, 7
1, 3 < y < 2, 7

}

⇔

{

2, 52 < x2 < 3, 72

1, 32 < y2 < 2, 72

}

(+)
⇒ 2, 52 + 1, 32 < x2 + y2 < 3, 72 + 2, 72.

Να δειχθεί ότι

x4 + x2 > x− 2, για κάθε x ∈ R.

΄Ασκηση 12.



Λύση. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :

� Αν x− 2 < 0, τότε ισχύει αφού x4 + x2 ≥ 0 (ως άθροισµα µη αρνητικών).

� Αν x− 2 ≥ 0 ⇔ x ≥ 2, τότε έχουµε

x4 + x2 > x− 2

⇔ x4 + x2
− x+ 2 > 0

⇔ x4 + 2 + x(x− 1) > 0,

που ισχύει αφού (x4 + 2) > 0 και x(x− 1) > 0 (διότι x ≥ 2).

Αν α, β, γ > 0, να δειχθεί ότι

βγ

α
+

γα

β
+

αβ

γ
≥ α + β + γ.

΄Ασκηση 13.

Λύση. ΄Εχουµε ότι

βγ

α
+

γα

β
+

αβ

γ
≥ α + β + γ

:αβγ>0
⇐⇒

1

α2
+

1

β2
+

1

γ2
≥

1

βγ
+

1

αγ
+

1

αβ
(1)

Θέτοντας k =
1

α
, λ =

1

β
και µ =

1

γ
, η (1) γράφεται ισοδύναµα

⇐⇒ k2 + λ2 + µ2
≥ λµ+ kµ+ kλ

(·2)
⇐⇒ 2k2 + 2λ2 + 2µ2

≥ 2λµ+ 2kµ+ 2kλ

⇐⇒ (k − λ)2 + (λ− µ)2 + (µ− k)2 ≥ 0,

που ισχύει, ως άθροισµα µη αρνητικών αριθµών.


