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Θέµα  Α 

 

Α1. Έστω συνάρτηση f συνεχής στο διάστηµα [ ],α β . Αν G είναι µια παράγουσα της f στο 

 [ ],α β , να αποδείξετε ότι ( ) ( ) ( )f x dx G G
β

α
= β − α∫ . 

Μονάδες 7 
 
Α2. Πότε η ευθεία y x= λ +β  λέγεται ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της 

 συνάρτησης f στο +∞ ; 
Μονάδες 3 

 
Α3. Έστω µια συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη στο εσωτερικό 
 του ∆. Πότε λέµε ότι η f στρέφει τα κοίλα κάτω ή είναι κοίλη στο διάστηµα ∆; 

Μονάδες 3 
 
Α4. Να αποδείξετε κάθε µια από τις παρακάτω «µικρές» προτάσεις. 

 
(1)Έστω µια συνάρτηση f που είναι συνεχής σε διάστηµα ∆, για την οποία ισχύει 

( )f x 0≠ , για κάθε x∈∆ .  

Αν για τους αριθµούς ,α β∈∆  ισχύει ( )f x dx 0
β

α
=∫ , να αποδείξετε ότι α = β . 

 

(2) Έστω µια συνάρτηση f που είναι συνεχής σε διάστηµα[ ],α β , για την οποία ισχύει 

( )f x 0≥ , για κάθε [ ]x ,∈ α β  (ή ( )f x 0≤ , για κάθε [ ]x ,∈ α β ). 

Να αποδείξετε την ισοδυναµία: ( ) ( )f x dx 0 f x 0
β

α
= ⇔ =∫ , [ ]x ,∈ α β . 
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(3) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη διάστηµα ∆ και ( )f x 0′ ≠ , για κάθε x∈∆ . 

Να αποδείξετε ότι η f είναι «1 – 1» στο ∆. 
 

(4) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [ ]0,1 , έχει σύνολο τιµών το 

διάστηµα [ ]0,1  και ( ) 1f 0 2−= , ( ) 1f 1 3−= , τότε η f ′  δεν είναι «1 – 1». 
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Θέµα  Β 

Έστω η συνεχής συνάρτηση ( )f : 0,+∞ →ℝ , ώστε ( ) 1f 1 1 e−= +  για την οποία ισχύει 

( ) ( )2 2 2 2xx f x 2xf x x e 1−− = − , για κάθε ( )x 0,∈ +∞ .  

 

Β1. Να αποδείξετε ότι ( ) x1
f x e

x

−= + , για κάθε x 0> . 

Μονάδες 5 
 

Β2. Να αποδείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιµη, να βρείτε το πεδίο ορισµού της 1f −  και να 

 αποδείξετε ότι η εξίσωση ( )1 xf e x− =  έχει µια τουλάχιστον λύση στο ( )0,1 . 

Μονάδες 8 
 

Β3. Να λυθεί η εξίσωση 
( )( )

x 3 x 1 2 2x
e e

x 1 3 x

− − − −
− =

+ −
. 

Μονάδες 6 

Β4. Να υπολογίσετε το όριο 
( )

( )
( )( ) ( )

x 0

f x
lim ln f x 1 ln f x

f x→

 ηµ
+ + −  

 
. 
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Θέµα  Γ 

Έστω η συνεχής συνάρτηση f : →ℝ ℝ  για την οποία ισχύει ( ) xxf x 1 e+ = , για κάθε 

x∈ℝ . 

Γ1. Να αποδείξετε ότι ( )
xe 1

,  x 0
f x x

1 ,  x 0

 −
≠

= 
 =
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Γ2. Να αποδείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση 1f −  και να βρείτε το πεδίο 
 ορισµού της 

Μονάδες 6 
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Γ3. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της Cf στο σηµείο ( )( )A 0,f 0 . Στη συνέχεια 

 αν είναι γνωστό ότι η f είναι κυρτή, να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( )2f x x 2= + , 

x∈ℝ   έχει ακριβώς µια λύση. 
Μονάδες 8 

 

Γ4. Να υπολογίσετε το όριο ( ) ( )( )
x 0
lim x ln x ln f x

+→
     

Μονάδες 5 
Θέµα  ∆ 

∆ίνεται η τρείς φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f : →ℝ ℝ  για την οποία ισχύουν 

( ) ( )
x 0

f x
lim 1 f 0

x→
= + ,  ( ) ( ) ( )f 0 f 1 f 0′ < −   και ( )f x 0′′ ≠ , για κάθε x∈ℝ . 

 
∆1. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της Cf στο σηµείο ( )( )A 0,f 0 .  

Μονάδες 3 
 
∆2. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι κυρτή στο ℝ . 

Μονάδες 5 

Αν επιπλέον ( ) ( )g x f x x= − , x∈ℝ , τότε: 

∆3. Να αποδείξετε ότι η g παρουσιάζει ολικό ελάχιστο και να βρείτε το όριο 
( )x 0

x
lim

xg x→

ηµ
. 
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∆4. Να αποδείξετε ότι ( )
2

0
f x dx 2>∫ . 

Μονάδες 5 
∆5. Αν το εµβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τη Cg, τον άξονα x΄x και τις 

 ευθείες x 0= , x 1=  είναι ( ) 5
E e

2
Ω = − , να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα ( )

1

0
f x dx∫  και 

 να αποδείξετε ότι υπάρχει ( )1,2ξ∈ , ώστε ( )
0

f t dt 2
ξ

=∫ . 
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