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Α3.
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Α4.
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Θέμα Β
Β1
Θα βρω το πεδίο ορισμού της h
Dh={x∈ Dg : g (x )∈ Df }
x∈ Dg↔x∈ [2 ,+∞ )
g (x )∈ D f ↔√x−2+1>1↔√ x−2>0↔x>2
Τελικά Dh=(2 ,+∞)
και 
h ( x)= f (g ( x))=2 ln (g( x )−1)=2 ln (√x−2+1−1)=2 ln (√ x−2)=ln ( x−2)

Β2
Για κάθε   x1 , x2∈ (2 ,+∞ )με x1<x2⇒ x1−2< x2−2⇒ ln(x1−2)< ln ⁡(x2−2)⇒h(x1)<h( x2) 
άρα h  γν . αύξουσα τότε και 1-1 επομένως h αντιστρέψιμη 
Έστω y=ln(x-2)↔x=e y+2και x>2↔e y+2>2↔e y>0ισχύει για κάθε y∈ R
Τελικά   h(x)=ex+2 , Dh=(2,+∞)
B3
To Dh=(2 ,+∞)  οπότε 
Για το    lim

χ→ 2
h(x)= lim

χ→2+
h(x )= lim

χ→2+
ln ⁡(x−2) θέτω u=x-2 όταν x→2+ τότε u→0+  άρα

lim
χ→ 2

h( x )= lim
u→0+

ln u=−∞

lim
x→2+

f (x )
x−2

= lim
x→ 2+

2 ln ⁡(x−1)
x−2

=
0
0

DH

lim
x→2+

2
x−1

=2

Τελικά lim
χ→ 2

(h( x)
f (x )
x−2

)=−∞
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Θέμα Γ

f (x)= kx3+μx
x2+1

,  Df=ℝ

Γ1.
Η f έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο +∞ άρα lim

x→+∞
f (x)=l όπου l ∈ℝ

Έστω k≠0 .

lim
x→+∞

f (x)= lim
x→+∞

kx3+μx
x2+1

= lim
x→+∞

kx3

x2 = lim
x→+∞

kx={+∞ , k>0
−∞ , k<0

ΑΤΟΠΟ

Για k= 0 έχει οριζόντια ασύμπτωτη.   
Επομένως k=0.

Άρα f (x)= μx

x2+1
.

f ' (x)=−μx2+μ
(x2+1)2

Η  ευθεία y=x  εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f στην αρχή των αξόνων .
Άρα f ’(0)=1

f ' (0)=1⇔ μ

(1)2
=1⇔μ=1

Για μ=1 προκύπτει ότι  η εφαπτομένη της C f  στο (0,0) είναι η y=x.

Άρα f (x)= x

x2+1
και f ' (x)= 1−x2

(x2+1)2

Γ2.
i)
f ' (x)=0⇔x=1 ή x=−1

x -1                                    1 +∞

f’(x) - + -

f ↓  ↑  ↓

H f είναι συνεχής στο ℝ επομένως
H f είναι γνησίως φθίνουσα στο  (  −∞  ,  -1 ]  και στο  [1 , +∞  )
H f είναι γνησίως φθίνουσα στο  [  -1 ,  1 ]

Η f  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο  x=-1 την τιμή f (−1)=−1
2

Η f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο  x=1 την τιμή f (1)=1
2
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i i )
Α 1=  (  −∞  ,  -1 ]  
Α 2=  [  -1 ,  1 ]
Α 3=  [1 , +∞  )

H f είναι γνησίως φθίνουσα στο  A1  και συνεχής άρα

f(A 1)=f( (  −∞  ,  -1 ]  )  = [  f(-1) ,  lim
x→−∞

f (x ) )= [  - −1
2

,0 )  

• lim
x→−∞

f (x )= lim
x→−∞

x

x2+1
= lim

x→−∞

x

x2
= lim

x→−∞

1
x
=0

H f είναι γνησίως αύξουσα στο  A2  και συνεχής άρα

f(A 2)=f( [-1 ,  1 ]  )  = [ f(-1)  ,  f (1)]= [−1
2
,
1
2
] ,

H f είναι γνησίως φθίνουσα στο  A3  και συνεχής άρα

f(A 3)=f( [1,  +∞ ) )  = ( lim
x→+∞

f (x) ,f(1) ]= (0, 1
2

]  

• lim
x→+∞

f (x)= lim
x→+∞

x

x2+1
= lim

x→+∞

x

x2
= lim

x→+∞

1
x
=0

Άρα f(A) = [−1
2
,
1
2
]

 

f (x)≤1
2

η ισότητα ισχύει μόνο για x=1 (προκύπτει άμεσα από τα παραπάνω)

1
2
+α 2≥1

2
η ισότητα ισχύει μόνο για α=0.

Άμεσα συμπεραίνουμε ότι η εξίσωση f (x)=1
2
+α2 έχει μια ΜΟΝΑΔΙΚΗ λύση για 

α=0 .
Αν α≠0  η εξίσωση δεν έχει λύση .

Γ3.

I v=∫
0

1
x2v+1

x2+1
dx   

I v+1=∫
0

1
x2 (v+1)+ 1

x2+1
dx=∫

0

1
x2v+3

x2+1
dx

I v+ I v +1=∫
0

1
x2v+1

x2+1
dx+∫

0

1
x2v+3

x2+1
dx=∫

0

1

( x
2v+ 1

x2+1
+ x2v+3

x2+1
)dx=∫

0

1

( xx
2 v+ x3 x2v

x2+1
)dx=∫

0

1

(
xx2v (x2+1)

x2+1
)dx⇒

I v+ I v +1=∫
0

1
xx2 v(x2+1)

x2+1
dx=∫

0

1

x2 v+1dx=[ x2 v+2

2v+2
]1
0
= 1

2v+2

I0=∫
0

1
x

x2+1
dx= 1

2
∫
0

1
2x

x2+1
dx=1

2
∫

0

1 (x2+1)'
x2+1

dx=1
2
[ ln(x2+1)]0

1
=1

2
ln2
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Για ν = 0 έχουμε 

I0+ I 1=
1
2
⇔ I 1=

1
2
−1

2
ln2=1−ln2

2
Για ν = 1 έχουμε 

I1+ I 2=
1
4

⇔ I2=
1
4
−1−ln 2

2
=2 ln2−1

4

Θέμα Δ
Δ1.
Ορίζω h(x)=g(x)+x στο [-1,0]
Η h είναι συνεχής στο [-1,0] ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων
h(-1)h(0)<0 διότι 
h(-1)=g(-1)-1<0 και      h(0)=g(0)>0
άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα x1∈ (-1,0) ώστε h(x1)=0 δηλαδή g(x1)+x1=0
Η h είναι παραγωγίσιμη στο R με:
 h' ( x )=g' ( x )+1≠0.
Επίσης h' ( x )είναι συνεχής στο [-1,0] άρα διατηρεί σταθερό πρόσημο επομένως η h είναι γνησίως 
μονότονη άρα και 1-1 και το  x1

είναι μοναδικό.
Δ2.
Εφόσον η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 έχουμε:

lim
x→0−

f (x)−f (0)
x−0

= lim
x→ 0+

f (x)−f (0)
x−0

lim
x→0−

f (x)−f (0)
x

= lim
x→ 0−

x2(g(x)+x )
x

= lim
x→0−

x(g (x)+x) =
g συνεχής στο 0

0⋅(g(0)+0)=0

lim
x→0+

f (x)−f (0)
x

= lim
x→0+

2ημ x+εφ x−κx
x

= lim
x→0+

[ 2ημ x
x

+ ημx
x

⋅ 1
συν

x−k ]=2+1−k=3−k

οπότε 3-κ=0 δηλαδή κ=3
Δ3.

i)Στο (0,
π
2

) η f είναι παραγωγίσιμη με

 f ' ( x)=2συνx+ 1
συν2 x

−3=2συν3 x−3συν x+1
συν 2x

=
(συνx−1)2 (2συνx+1)

συν2 x
>0

άρα  f:γνησίως αύξουσα στο A1=[0,
π
2

) άρα για x≥0 έχουμε f ( x )≥ f (0)δηλαδή

f(x)≥0

ii)Αφού f:γνησίως αύξουσα στο [0,π
2

) τότε f(A1)=[f(0), lim
x→ π

2

−
f (x))=[0 , +∞ )

καθώς lim
x→ π

2

−
f (x)= lim

x→ π
2

−
(2ημx+εφ x−3 x)=0+∞−0=+∞

 π
3

∈ f (A1) , f συνεχής στο [0,π
2

) άρα υπάρχει x2∈ στο(0 ,
π
2)ώστε f (x2)=

π
3

και επειδή f:γνησίως αύξουσα στο [0,
π
2

) το x2 είναι μοναδικό
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Δ4.
i)Για την h(x)=g(x)+x εφαρμόζω ΘΜΤ στο [x1 ,0]
Έχουμε η h είναι συνεχής στο [x1 ,0] ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων
Η h είναι παραγωγίσιμη στο (x1,0)

άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ∈ (x1 ,0) ώστε h' (ξ)=
h (0 )−h(x1)

0−x1

=
g (0)
−x1

>0

άρα εφόσον η h’ διατηρεί σταθερό πρόσημο τότε h' ( x )>0στο (x1 ,0)και
επειδή είναι συνεχής τότε είναι γνησίως αύξουσα στο [x1,0] .
Άρα για x≥ x1 έχω
h(x)≥h(x1) δηλαδή h (x )≥0 οπότε x2h (x )≥0 δηλαδή f ( x )≥0 στο [x1 ,0]

ii)E(Ω)=∫
x1

f (x1)

|f (x)|dx=∫
x1

π
3

f ( x )dx διότι f (x)≥0 για x≥ x1

Eπίσης ∫
x 1

0

f (x)dx=∫
0

π
3

f (x)dx

-1-ln 1
2
−π2

6
+2=1+ln 2−π 2

6
 

άρα 3∫
0

π
3

f ( x)dx=3+3 ln 2− π2

2
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∫
0

π
3

f (x)dx=∫
0

π
3

2ημ x+εφ x−3 x dx=[−2συν x−ln|εφx|−3x2

2 ] π3
0
=

∫
x1

0

x3g ' (x)dx=[x3g (x)] 0
x1

−3∫
0

π
3

(x2g(x )+x3)dx=x1
4−3∫

x1

0

f (x)dx+3∫
x1

0

x3dx=

x1
4−3−3 ln 2+ π2

2
−

3x1
4

4
=

x1
4

4
−3 ln 2−3+ π 2

2


